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Resumo

Nos udltimos anos, houve um aumento na utilizagdo de materiais hiperelésticos em estruturas, como por exemplo,
polimeros vulcanizados ou naturais. Em virtude disso, torna-se relevante expandir o conhecimento quanto ao
desempenho mecanico destes materiais por meio do desenvolvimento de modelos numéricos que simulem o seu
comportamento e que sejam capazes de apresentar previsdes mais realistas. Para materiais representados por modelos
hiperelasticos, a consideracdo das ndo linearidades fisica e geométrica é mais adequada para representar 0 Sseu
comportamento mecanico quando submetidos a grandes deformacdes. Desse modo, o presente trabalho objetiva a
implementacdo de um codigo computacional, com o proposito de analisar e comparar 0 comportamento mecanico de
trelicas considerando a ndo linearidade fisica, descrita por modelos hiperelasticos, e a ndo linearidade geométrica
utilizando a formulagdo posicional em elementos finitos. Foi utilizado o método do comprimento de arco de Riks-
Wempner associado ao método iterativo de Newton-Rapshson para tragar caminhos de equilibrio com fendmenos de
snap-through e snap-back. Foram considerados os modelos hipereldsticos Neo-Hookean, de Mooney-Rivlin,
Polinomial, de Yeoh, de Ogden e de Arruda-Boyce. A validacdo do programa implementado se deu por meio da
comparacdo com solucdes analiticas e resultados numéricos e experimentais de trabalhos cientificos.

Palavras-chave: Hiperelasticidade; Nao linearidade fisica; N&o linearidade geométrica; Newton-Raphson;
Comprimento de arco.

Abstract

In recent years, there has been an increase in the use of hyperelastic materials in structures, such as vulcanized or natural
polymers. As a result, it becomes relevant to expand the knowledge regarding the mechanical performance of these
materials through the development of numerical models that simulate their behavior and that are capable of presenting
more realistic predictions. For materials represented by hyperelastic models, the consideration of physical and geometric
nonlinearities is more adequate to represent their mechanical behavior when subjected to large deformations. Thus, the
present work aims at the implementation of a computational code, with the purpose of analyzing and comparing the
mechanical behavior of trusses considering the physical non-linearity, described by hyperelastic models, and the
geometric non-linearity using the positional formulation in finite elements. The Riks-Wempner arc length method
associated with the Newton-Rapshson iterative method was used to trace equilibrium paths with snap-through and snap-
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back phenomena. The Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Polynomial, Yeoh, Ogden and Arruda-Boyce hyperelastic models
were considered. The validation of the implemented program took place through the comparison with analytical
solutions and numerical and experimental results of scientific papers.

Keywords: Hyperelasticity; Physical nonlinearity; Geometric nonlinearity; Newton-Raphson; Arc length.

Resumen

En los dltimos afios, ha habido un aumento en el uso de materiales hiperelasticos en estructuras, como polimeros
vulcanizados o naturales. Por lo tanto, se vuelve relevante ampliar el conocimiento sobre el comportamiento mecanico
de estos materiales a través del desarrollo de modelos numéricos que simulen su comportamiento y que sean capaces
de presentar predicciones mas realistas. Para materiales representados por modelos hiperelasticos, la consideracion de
no linealidades fisicas y geométricas es mas adecuada para representar su comportamiento mecanico cuando se someten
a grandes deformaciones. Asi, el presente trabajo tiene como objetivo la implementacién de un cédigo computacional,
con el proposito de analizar y comparar el comportamiento mecanico de trusses considerando la no linealidad fisica,
descrita por modelos hiperelasticos, y la no linealidad geométrica utilizando la formulacion posicional en finitos.
elementos. Se utiliz6 el método de longitud de arco de Riks-Wempner asociado con el método iterativo de Newton-
Rapshson para trazar caminos de equilibrio con fendbmenos de salto y retroceso. Se consideraron los modelos
hiperelésticos Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Polynomial, Yeoh, Ogden y Arruda-Boyce. La validacién del programa
implementado se realizd6 mediante la comparacion con soluciones analiticas y resultados numéricos y experimentales
de trabajos cientificos.

Palabras clave: Hiperelasticidad; No linealidad fisica; No linealidad geométrica; Newton-Raphson; Longitud de arco.

1. Introducéo

Para realizagdo de um projeto de engenharia, faz-se necessario o projetista conhecer previamente as propriedades
mecanicas dos materiais empregados e 0 comportamento da estrutura como um todo, para que Se possa prever a resposta da
mesma frente as possiveis solicitagdes. Para isso, tém-se a mecénica computacional, que tem como principal objetivo a
representacdo e analise de forma mais precisa possivel de estruturas reais em modelos fisicos teéricos.

Existem alguns tipos bésicos de elementos para representar e analisar estruturas, como por exemplo, placas, cascas,
solidos, treligas, vigas, etc. Dentre esses, destacam-se as treli¢as, que séo estruturas reticuladas formadas por elementos lineares
(barras) e sdo conectadas de modo que ndo ha transmissdo de momento pela conexao.

Uma importante ferramenta para andlise estrutural utilizada frequentemente entre os pesquisadores é o Método dos
Elementos Finitos (MEF), que tem como objetivo obter a resposta de uma determinada estrutura com condigdes de contorno
definidas submetidas a certo conjunto de cargas (Mafaldo, et al., 2022), o qual possui um caso particular conhecido como
formulacdo posicional (MEFP), que foi introduzida por Coda (2003). Essa formulagéo é baseada no principio da minima energia
potencial e as incognitas fundamentais do problema s&o as posi¢des nodais do elemento finito, e ndo os deslocamentos, que sdo
as incdgnitas na formulagdo padrdo dos elementos finitos para solidos.

Em relagdo aos materiais, de acordo com Pascon (2008), houve um aumento na utilizacdo de elementos estruturais
altamente deformaveis e elasticos, dos quais é possivel citar os elastdbmeros, polimeros naturais ou vulcanizados preenchidos ou
ndo com negro de carbono. Dentre suas aplicagdes na engenharia, podem ser citados os suportes para maquinas, juntas estruturais
e de dilatacdo flexiveis, vedacdes para portas de veiculos automotivos, aparelhos de apoio, entre outros.

Os modelos que melhor representam 0 comportamento dos componentes estruturais poliméricos sdo os modelos
hiperelésticos, que caracterizam materiais que possuem relacdes entre tensao e deformacédo ndo lineares, consideradas através de
uma teoria elastica denominada hiperelasticidade ou elasticidade de Green, que pode ser entendida como a extensdo do
comportamento linear elastico para o campo de grandes deformagdes (Suzuki, 2013).

Segundo Rezende (2020), a diferenca entre os materiais hiperelasticos e os elasticos lineares esta relacionado ao fato de
que a relacdo tenséo vs deformacéo é derivada de uma funcdo densidade de energia de deformacao e ndo de um fator constante.
Os materiais hiperelasticos possuem uma ndo linearidade fisica, que se refere a uma relacéo tenséo vs deformacéo nao linear

ainda na fase elastica do material. Enquanto que a nao linearidade geométrica se refere a influéncia do deslocamento da estrutura
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no seu equilibrio, conhecida como efeitos de segunda ordem, onde o deslocamento da estrutura afeta a condicéo de carga, gerando
assim uma ndo linearidade (Gomes, 2019).

Logo, o presente trabalho propde implementar modelos hiperelasticos em um c6digo computacional para realizar a
verificacdo do comportamento mecanico de trelicas planas e espaciais sob efeito de solicitagdes externas, avaliando a influéncia
quando levado em conta a nao linearidade fisica (hiperelasticidade) comparada com o modelo elastico linear, e considerando a

ndo linearidade geométrica da formulagéo posicional do método dos elementos finitos.

2. Metodologia

Foi desenvolvido o codigo fonte em linguagem de programagdo MATLAB® para analisar ndo linearmente treligas
planas e espaciais, sendo utilizado a versdo académica! para tal finalidade. Para a analise n&o linear geométrica, foi adotado o
MEFP, pois 0 mesmo alcangou resultados satisfatorios em analises ndo lineares de variadas estruturas.

2.1 MEFP aplicado a treliga

Segundo Becho (2016), a formulacédo posicional foi desenvolvida inicialmente para analisar estruturas reticuladas planas
de natureza ndo linear geométrica com carregamento estatico e conservativo, sendo baseada nas posi¢des nodais da estrutura em
relacdo a um sistema de coordenadas fixo no espaco para descrever a cinemética dos elementos finitos, que corresponde a

descri¢do Lagrangiana Total.

2.1.1 Cinemética

Conforme Pascon (2008), cinemética é a descri¢do do movimento de um corpo ou de uma estrutura sem considerar as
causas dessa mudanca de configuracdo. Na Figura 1 é exibida a cinematica geral de um elemento de trelica espacial (barra). As
coordenadas (Xao, Yao, Zao) € (Xso, Yeo, Zso) correspondem a configuragdo inicial do elemento de barra, ou seja, sdo as coordenadas
de referéncia. Ao sofrer uma mudanca de configuracdo em virtude dos deslocamentos da trelica, o elemento agora possui novas
coordenadas. As coordenadas dos nds dos elementos sdo agrupadas em um vetor posicdo X = [Xa, Ya, Za, Xs, Y&, Zs]" = Xi = [X4,
X2, X3, X4, Xs5, Xg].

Figura 1 - Elemento de trelica espacial.
A

y
(xB’ VB> ZB)

.
““‘
Ry

(X Vs 24) @°

B

(50> YB0» ZB0)

(X405 V40> Z40)
Fonte: Autores.

O comprimento da barra indeformada (Lo) € 0 comprimento da barra deformada (L) sdo determinados pelas Equagdes

1 e 2, respectivamente.

Ly= \/(xBO —xy0)* (ygg _J’AO)2+ (zBo — 240)? (D

L= JGa =50+ (3, =, )+ Gam 2 @)

1 https://www.mathworks.com/products/matlab/student.html
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Para o caso de uma trelica plana, desconsideram-se as parcelas da cota z. Um parametro utilizado na formulacéo é a
taxa de alongamento A, dado pela razio entre os comprimentos do elemento deformado e indeformado (L/Lo). E importante
ressaltar que trelicas sdo estruturas que sofrem essencialmente por esforgos uniaxiais, logo, apenas a deformacéo longitudinal é

considerada na formulacéo.

2.1.2 Principio da minima energia potencial
O principio da minima energia potencial é o principio mais empregado na formulagdo posicional do MEF. Para
problemas estaticos, a formulacdo é baseada na energia potencial total /7 que é descrita em termos de energia de deformacao

total do sistema U, e da energia potencial das forcas externas aplicadas P, conforme apresentado na Equacéo 3.

n=u,+PpP 3)

De acordo com o modelo constitutivo do material, a energia de deformacéo total pode ser expressa para o volume de

referéncia V de acordo com a Equacéo 4.
U,= f udv 4
4

Destacando-se que a energia de deformagcdo € nula na posi¢do ndo deformada. A varidvel u é a energia de deformacéao

especifica do material, determinada conforme indicado na Equacéo 5.

u=£ ode (%)

A energia de deformacéo especifica depende da medida de deformacéo ¢ e do seu par energético conjugado de tenséo
o. Existem diferentes medidas de deformacéo conhecidas, como as de Almansi (g4), Hiperbdlica (¢), Logaritmica (¢;), de
engenharia (¢;) e de Green (g;). Contudo, de acordo com Greco & Costa (2012) e Fernandes et al. (2021), a energia de
deformacéo especifica do material u € a mesma independente da medida de deformacdo adotada. Considerando a medida de
deformacéo de engenharia ¢, cujo par energético conjugado de tenséo g é expresso pela lei elastica linear de Hooke (o = Eeg),
onde é E representa 0 médulo de elasticidade do material, e sabendo que tal medida de deformacéo se relaciona com a taxa de

alongamento (¢z = A - 1), tem-se a energia de deformac&o especifica do material em fungdo de A, como indicado na Equacéo 6.

|

E

2
Eey dey =f E(L— 1)d/1=E(%—/1> (©6)
A

Vale ressaltar que isso é aplicado para materiais homogéneos, isotrdpicos e elasticos. Para os modelos hiperelasticos, a
energia de deformagdo depende da funcéo de energia livre especifica y de cada modelo. A energia potencial das forcas externas
aplicadas é descrita ela Equacéo 7.

P=-2FX,=—-F'X (7

Onde F é o vetor de forcas externas aplicadas na direcdo das coordenadas do vetor posicdo X. E importante observar
que a energia potencial das forcas aplicadas pode ndo ser zero na configuracdo de referéncia. De acordo com Lacerda (2014), o
principio da energia potencial minima estabelece que a configuragdo equilibrada corresponde a um valor minimo da energia
potencial total. A minimizacdo do funcional de energia deve ocorrer mediante parametros de posi¢des dos pontos, pelos quais
pode-se aproximar as condi¢bes do continuo. Em outras palavras, a configuracdo equilibrada é obtida requerendo que todas

derivadas parciais em relacéo as coordenadas X; se anulem, como mostrado na Equacéo 8.
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o1 v,
oX, oX

F,=0 (8)

Onde a derivada parcial de U, em relacéo as coordenadas X; é o vetor de forcas internas g, ou seja, V U, = g. A Equacéo
8 representa um sistema de equacdes de equilibrio, sendo este ndo linear e cuja solugdo pode ser obtida pelo método iterativo de

Newton-Raphson.

2.1.3 Método iterativo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um método numérico classico aplicado na engenharia e na ciéncia para resolver
sistemas de equacbes ndo lineares. Em resumo, esse método inicia com uma primeira estimativa X© para uma solucio
aproximada do sistema. Em seguida, sdo encontradas estimativas sucessivamente mais proximas da solugdo para o sistema de
equagBes (X©@, XO, ..., XM O procedimento continua até que uma solugéo suficientemente precisa seja alcangada usando o
critério de convergéncia || X+ — X® || < tol, no qual tol € a tolerancia desejada pelo usuario.

Como o método de Newton-Raphson é iterativo e busca convergir a Equacéo 8, isso significa que a cada iteracéo havera

um residuo, podendo a Equacao 8 ser reescrita na forma indicada na Equacéao 9.

ar _au,

g(Xy) “ox " ax  F )

Onde g(X;) é o vetor de forgas residuais ou de desequilibrio, sendo o objetivo do método zerar o valor desse vetor
residual na proxima iteragéo, ou seja, g(X(™b) = 0. Desse modo, 0 método de Newton-Raphson é dado pela férmula iterativa
apresentada na Equacéo 10.

g(X(”))
g'(x”)

Onde g' é a matriz Jacobiana do vetor g avaliada na posicdo X™. Essa matriz também é conhecida como matriz de

X(n+1) — X(n) _

(10)

rigidez tangente K; ou matriz Hessiana da energia de deformacdo H (Lacerda, et al., 2013). Observando-se a Equacéo 9, nota-se
que o vetor de forgas residuais g é o gradiente da energia potencial total do sistema, isto é, g=VII=V U, — F=q — F. Por sua
vez, a matriz de rigidez tangente K; é determinada pelo gradiente do vetor de forgas residuais, logo, Ki=Vg=V(q —F) =Vq,
uma vez que VF é nulo, pois o vetor de forcas externas F ndo depende do vetor posicdo X. Por fim, com base nessas informacdes,

reescrevendo-se a Equacdo 10 em funcdo dos vetores de forcas internas e externas e da matriz de rigidez tangente, obtém-se a

Equacéo 11.
()Y _ _
XD — x(m _M =x® _M (11)
K (X(n)) Vq(X("))

De acordo com Greco et al. (2006), uma caracteristica da formulagdo posicional é a descrigdo do elemento de barra
diretamente no sistema de coordenadas global e, portanto, ndo requer a transformacdo da matriz entre coordenadas locais e
globais encontrada na formulacdo do deslocamento do método dos elementos finitos. Isso ocorre em virtude de que todas as
derivadas séo encontradas em um Unico sistema de coordenadas.

O método de Newton-Raphson apresenta apenas a solug¢do de um ponto no caminho de equilibrio. Entdo combina-se as
iteracBes de Newton-Raphson com um procedimento incremental, aplicando as iteragBes para varios ciclos, onde 0s mesmos
podem ser prescritos por niveis de forca ou de deslocamento. Contudo, ao se analisar o comportamento de uma treliga, seja por

meio do controle de for¢ca ou controle de deslocamento, a mesma pode apresentar problemas de convergéncia ao se tragar o
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caminho de equilibrio, pois ambas as prescri¢cdes possuem suas limitacdes. Quando é utilizado o controle de forca ocorre o
fendmeno de snap-through, que é um salto repentino de deslocamento. E quando é utilizado o controle de deslocamento ocorre
o fendmeno de snap-back, que é um salto repentino de forca.

Para contornar esses problemas de convergéncia no caminho do equilibrio da estrutura, existem métodos que podem ser
combinados com o método de Newton-Raphson, como o método de deslocamento constante, trabalho externo constante,
comprimento de arco, entre outros (Miyazaki, et al., 2020), sendo o método do comprimento de arco um dos mais utilizados

pelos pesquisadores.

2.1.4 Método do comprimento de arco

Existem versdes diferentes da técnica de continuacdo do comprimento de arco. O método do comprimento de arco com
restricdo plana normal proposto por Riks (1972, 1979) e Wempner (1971) teve carater pioneiro. Seré aqui abordado o método
de Riks-Wempner, em conformidade com Lacerda (2014) e Miyazaki et al. (2020).

Enquanto que o procedimento incremental-iterativo do método de Newton-Raphson realiza um controle de forca ou
deslocamento, 0 método do comprimento de arco associado ao método de Newton-Raphson incrementa simultaneamente a forca
e 0 deslocamento. Para que isso seja possivel, é acrescentado uma nova restri¢cdo no sistema de equagdes de equilibrio e uma
nova incognita, o fator de carga A.

A primeira solucdo estimada de um ciclo n é denomina de solucéo preditora ou preditor. Na Figura 2 é apresentado o
processamento do método do comprimento de arco com a restricdo plana normal utilizando itera¢cdes do método de Newton-
Raphson. Na mesma figura ¢ ilustrado a solucéo preditora, sendo representada pelos incrementos iniciais do fator de carga AL™

e do deslocamento AX, ™, calculados pelas Equac®es 12 e 13, respectivamente.

Figura 2 - Método do comprimento de arco com restrigdo plana normal.

AL F
Predisy,.

Forga

AX1 ™

Deslocamento

Fonte: Autores.

Al ()
A =+ (12)
18X
AX, " = AEX (13)

Onde A/ é o comprimento do preditor que é tangente ao caminho do equilibrio e $X;™ é um vetor de subincremento
do deslocamento causado pelas forcas externas, determinado pela razéo entre o vetor de forgas externes e a matriz de rigidez
tangente da iteragéo anterior, logo, 8X;" também & tangente ao caminho de equilibrio. O sinal indefinido da solugéo preditora
da Equagdo 12 esta relacionado ao fato que preditor AX; " pode ter ou ndo o mesmo sentido do vetor §X;, portanto, determinar
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o0 sentido do avanco do preditor é de extrema importancia para convergéncia do método do comprimento de arco. O sinal é
determinado a partir do produto interno entre o incremento de deslocamento AX®" obtido no ciclo anterior e o subincremento
de deslocamento inicial X" do ciclo atual, ou seja:
a) se (AX("'”)TESXF(") > 0, entdo o preditor AX; ™ tem o mesmo sentido de X", e a Equagdo 12 tem sinal positivo;
b) se (AX(’"”)TSXF(") <0, entdo o preditor AX,™ tem sentido oposto de 5X", e a Equaco 12 tem sinal negativo.
Apbs determinar o sinal da Equacdo 12, atualiza-se o incremento de deslocamento AX™ = AX,™. Em seguida,

encontra-se o vetor de forcas internas q(X"" + AX) e o vetor de forcas residuais g”” dado pela Equacéo 14.
g =q» — (" D+ A")F (14)

Em seguida é iniciado o método iterativo de Newton-Raphson associado ao método do comprimento de arco com
restricdo plana normal. Calcula-se primeiramente o componente SXg(i) que é gerado pela forca residual g”, conforme a Equagéo
15, e posteriormente determina-se a corre¢éo do subincremento do fator de carga 5.7, como exibido na Equacéo 16. Utilizando

estes (ltimos, calcula-se o subincremento do deslocamento §X, dado pela Equagéo 17.

SXg(f) - _ Kt("-l) \ g(ﬂ) (15)

T -

' AX (n)] SX 0]

O _ [l—g
o [ AXI(”)]TSXF(”) 1o
sx® = SXg(i) + SK(i)SXF(n) 17

Atualiza-se entdo os incrementos de fator de carga A? e de deslocamento AX® somando-se os seus respectivos

subincrementos, apresentados nas Equacfes 18 e 19, respectivamente.

AN = ApED + 5.0 (18)
AXD = AXED + 5x© (19)

Recalcula-se o vetor de forcas internas q(X” " + AX?”) e o vetor de forcas residuais g do mesmo modo exibido na
Equagcéo 14. Por fim, é verificado o critério de convergéncia, que é alcancado quando a norma Euclidiana da forca residual g®
dividida pela norma do vetor de forgas externas aplicadas F ¢ menor ou igual que a tolerancia desejada. Quando o critério é

atingido, encerra-se 0 procedimento iterativo e atualiza-se o fator de carga 2™ e o vetor posicdo X, conforme indicados nas

Equacdes 20 e 21, respectivamente.

A =D Ap @ (20)
X = X0 4 AX™ (21)

O comprimento do preditor ou comprimento do arco pode ser variavel. O método para determinar o comprimento do
arco é baseado no fato de que mais iteragfes sdo necessarias para convergir em trechos que ocorrem grandes mudangas no
caminho do equilibrio. Consiste em estimar o comprimento do preditor A/ de modo que o niimero de iteragdes para convergir

no ciclo n seja igual a um ndmero de iteracdes desejadas Ng, como exibido na Equagéo 22.
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1/2
AL = AL (—Nd ) (22)
N @D

Onde A7 e N™D si0 0 comprimento do arco e o niimero de iteracdes que foram utilizadas para convergir no ciclo n
— 1, respectivamente. No Algoritmo 1 é apresentado o algoritmo do comprimento de arco de Riks-Wempner. Foi adotada uma

versdo modificada do método de Newton-Raphson, onde a matriz de rigidez tangente K; é determinada apenas uma vez no inicio
de cada ciclo.

Algoritmo 1 - Método do comprimento de arco de Riks-Wempner.

L=0;X=X9:AX =0;

for n =1 to Nmax
_0q(X)

t_W’

if (AX)T6X<0
AL =— AN
end
AX| = AASXG;
AX = AX;;
g=q(X+ AX) — (A + AWF;
for i =1 to imax

X, =—K;\g;
S [AXI]TSXg;
[AX]T8XR
8X = 8X, + SA8X;
AN = AN+ BN,
AX = AX + 8X;
g=q(X+ AX) — (L + AV)F;
ifl[gll<tol-[[F||
| break;
end
end
X=X+ AX;
A=A+ AN
N, 1/2

end

Fonte: Adaptado de Lacerda (2014).

2.2 Modelos hipereléasticos

Para que se possa aplicar o0 método dos elementos finitos posicional em estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e
deformac0es, é preciso expressar na forma de energia especifica de deformagdes a equagdo constitutiva do material hiperelastico,
que relaciona o estado de tenséo em fungéo de um histérico de deformacéo do corpo (Belo, 2009).

De acordo com Hoss (2009), pode-se, de um modo geral, agrupar as teorias constitutivas para materiais hiperelésticos
em duas categorias:
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a) Modelos Fenomenoldgicos: sdo baseados na observacdo do comportamento do material durante os ensaios
experimentais. Esses modelos assumem que a borracha é um material isotrépico na sua forma fundamental, ou seja, uma longa
cadeia de moléculas de elastbmeros randomicamente orientadas. Entre os principais modelos fenomenolégicos pode-se citar:
Mooney-Rivlin, Neo-Hookean, Ogden, Fung, Yeoh, Polinomiais, Hyperfoam.

b) Modelos Micromecanicos: sdo modelos estatisticos desenvolvidos a partir de informacdes sobre as ligages quimicas
do material, como comprimento de cadeias moleculares, tipos de ligagdes quimicas e varidveis termodinamicas. Entre o0s
principais modelos micromecénicos, pode-se citar: Arruda-Boyce, Gent.

Um modelo hipereléstico genérico é caracterizado pela existéncia de uma energia livre especifica de deformagéo y, a
qual define a energia elastica armazenada no material por unidade de volume ndo deformado, relativa a configuracdo de
referéncia, que é funcdo da deformacéo do corpo presente. w pode ser expressa em fungdo dos invariantes de deformagao ou dos

estiramentos principais, conforme indicado na Equacdo 23.

v = l//([19129[3) = l//(/llaﬂ’b/l:i) (23)

Para varios tipos de polimeros, a variacdo volumétrica observada em ensaios experimentais é muito pequena, mesmo
para elevado estado de deformacdo. Devido a isso, muitos modelos hiperelasticos assumem ser incompressiveis, ou seja, sem
variacéo de volume. Nestes casos, o terceiro invariante de deformagdo Is tem valor unitério, o que torna a funcédo de energia livre
dependente apenas e I e I, (Vieira, et al., 2010).

Conforme Rezende (2020), para materiais incompressiveis o tensor de Cauchy pode ser descrito como na Equacdo 24

em funcéo dos alongamentos principais.

oy

o; = Ala_/ll

24)

Para o caso de trelicas, onde somente ocorre esfor¢os uniaxiais, e, portanto, apenas deformacéo longitudinal, os
estiramentos principais sdo escritos em fun¢do do alongamento A, onde 4, = 4 e os alongamentos A, e A3 sdo iguais. Com a
hip6tese da incompressibilidade é possivel determina-los em funcdo de A, sendo 4, = Az = 1/7/4. Logo, os invariantes de
deformacéo /, e 7, em funcéo da razdo de alongamento A sdo dados conforme a Equacdes 25a e 25b, e as tensdes correspondentes

da tensdo uniaxial sdo expressas como exibido na Equacdo 26.

2
L=2+= (25a)
)
1
0
01=J=28—Z; J— (26)

Por fim, a solucéo analitica tanto para tragdo quanto para compressao uniaxial foi encontrada por Rivlin & Saunders

(1951) a partir da Equacéo 26 e levando em conta as Equac6es 25a e 25b, expresso pela Equacéo 27.

B 1\ /Oy 10y

A seguir serdo descritos os modelos de energia livre especifica de deformagao i para alguns dos principais modelos

hiperelésticos.


http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v11i10.32684

Research, Society and Development, v. 11, n. 10, e449111032684, 2022
(CC BY 4.0) | ISSN 2525-3409 | DOI: http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v11i10.32684

2.2.1 Modelo polinomial
Este modelo fenomenoldgico é um dos mais recentes modelos baseados em poténcias dos invariantes de deformacéo I,
e lI. O modelo Polinomial tenta ajustar a curva tensdo vs deformacdo a um polindmio de grau desejado. Sua energia livre

especifica de deformacdo é expressa pela Equacéo 28.

N
Vo (1) = D Coylly = 3¥ 1y = 3)" (28)

ptg<l

Em que C,,, séo as constantes do material para um nimero N de termos. A partir da Equagdo 28, a energia livre especifica
de deformacdo do modelo polinomial considerando N = 2 (N2) é determinada e apresentada na Equacdo 29, e aplicando esta

Gltima na Equacéo 27 é obtida a solugdo analitica para a tensdo uniaxial, mostrada na Equag&o 30.

Wpo = Crolly — 3)+Co1 (I — 3)+Cy (I} — 3) (I — 3)+Cro Iy — 3)*+Cpr (I, — 3)? (29)
1 Cot +2C0, (I, — 3) + Cy (I, — 3)
or0=2(2-) <C10 + il = 3) + 20 (1 - 3) + R e (30)

2.2.2 Modelo de Mooney-Rivlin

Esse método possui diversas versGes, sendo a primeira delas publicada por Mooney (1940). Outras versdes baseadas no
primeiro e segundo invariantes foram estudadas por Rivlin & Saunders (1951). O modelo de Mooney-Rivlin é um dos mais
conhecidos e utilizados dentre os modelos hiperelasticos, principalmente na simulagdo numérica de borrachas e derivados. Sua

energia livre especifica de deformaco é expressa pela Equacéo 31.

Wi L1 1) = Cro(Ly —3) + Co (I — 3) (€2

Onde Cio e Co1 S80 constantes materiais a serem determinadas durante o processo de calibragdo. Aplicando a Equagdo

31 na Equacdo 27 é obtida a solugdo analitica para a tensdo uniaxial, exibida na Equacdo 32.

) I Co
O-MR_Z l_? C10+7 (32)

2.2.3 Modelo Neo-Hookean
Este modelo foi proposto em Treloar (1975), e é obtido como um caso particular do modelo de Mooney-Rivlin,
atribuindo Cp = 0 e Cio = u/2, onde 1 é 0 mddulo de cisalhamento. Sua funcdo de energia livre fica entdo baseada apenas no

primeiro invariante de deformac&o, conforme indicado na Equacéo 33.

Yy 1) = CroZ; = 3) (33)

Trata-se do mais simples dentre os modelos hiperelasticos. Aplicando a Equagéo 33 na Equacdo 27 é obtida a solugdo

analitica para a tensdo uniaxial, exibida na Equacéao 34.

1
ONH = 2C10 (l - ?) (34)

10
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2.2.4 Modelo de Ogden
Uma nova forma de energia livre baseada nos alongamentos principais (11, A2, A3) foi proposta por Ogden (1972),
diferentemente dos demais modelos que sdo baseados nos invariantes. Sua energia livre especifica de deformagéo é expressa

pela Equagéo 35.
N 2u
Voo (s A 23)= ) =L (4 4 1y + 23 = 3) (35)
p=17

Onde N é o niimero total de termos da série e up € ap S80 pardmetros do material, podendo assumir valores positivos ou
negativos. A partir da Equacdo 35, a energia livre especifica de deformacdo do modelo de Ogden considerando N = 4 (N4) é
determinada e apresentada na Equacdo 36, e aplicando esta Gltima na Equacdo 27 é obtida a solucdo analitica para a tenséo

uniaxial, exibida na Equacéo 37.

Vs = 20[—”11 (A‘Mu‘% -3) +% (/lmz/l‘% -3) +2a—”33 (22 + 2077 — 3) +%‘ (2 + 277 - 3) (36)
Gog=2 (:u] (ﬂal—l _ ﬂ_%_l)'f‘,uz (ﬁaz—l _ 1_0'2_2_1)-"-,[13 (ﬂ%_l _ l_%}_l)'i_/ﬁ (lom—l - ﬂ_%_1)> 37

2.2.5 Modelo de Yeoh
Modelo proposto por Yeoh (1990), pode ser considerado como um caso particular do modelo polinomial, baseando-se

apenas no primeiro invariante de deformacéo. Sua energia livre especifica de deformacéo é expressa pela Equacéo 38.

N
Vi (1))=Y Colly =3 ()
p=1

O modo mais comum de utilizacdo desse modelo se d& para N = 3, podendo ser utilizado para caracterizar borrachas
preenchidas com negro de carbono, ajustando-se bem as faixas de grandes deformagdes, porém apresentando desvios
consideraveis em pequenas deformagdes. A partir da Equacdo 38, a energia livre especifica de deformacéo do modelo de Yeoh
considerando N = 3 (N3) € determinada e apresentada na Equacédo 39, e aplicando esta Gltima na Equag&o 27 ¢é obtida a solucdo

analitica para a tensdo uniaxial, mostrada na Equacdo 40.
Wy =Croly = 3) + Cyo(I; = 3)* + C30(1; = 3)° (39)

1
oy =2 (2= 3) (Co + 20001 = 3) +3C (1 = 3)) (40)

2.2.6 Modelo de Arruda-Boyce
Trata-se de um modelo micromecanico e foi proposto por Arruda & Boyce (1993). O modelo de Arruda-Boyce também
é conhecido como eight-chain model (modelo de oito cadeias). E um modelo com constantes pré definidas, baseado no primeiro

invariante. Sua energia livre especifica de deformacdo é expressa pela Equacéo 41.

N G P _73p
Vi 1) =1 ) it U =) @41
p=1"1
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L € obtido por meio da equagdo quimica x = hKT, e Kz é a constante de Boltzmann, h é uma fun¢éo da densidade de
cadeias elastoméricas e T a temperatura. Fisicamente, AL representa o alongamento maximo que uma molécula atinge e é obtido
através de uma analise micromecanica. A partir da Equacdo 41, a energia livre especifica de deformacdo do modelo de Arruda-
Boyce considerando N = 5 (N5) € apresentada na Equagdo 42, e as constantes C,, sdo obtidas pela expansdo em séries da funcao
de Langevin inversa, exibidas na Equagéo 43. Aplicando a Equagdo 42 na Equagdo 27 e substituindo os coeficientes C,, € obtida

a solucdo analitica para a tensdo uniaxial, exibida na Equacéo 44.

Wﬂ(a =302 (17 =35 (@0 =3 S (-3 (- 35)) @)
A 2 A8 A
1 1 11 19 519
C1=§; szﬁ; C3:W; C4:ﬁ; C5:673750' (43)
IN/1 1, 115* 38 17 519 I;*
0AB_2’M(2_?><5+E?—Fﬁﬁ—i_ﬁﬂ_f—kmﬂ_f) (44)

As constantes do material para os modelos hiperelésticos sdo obtidas através do ajuste da curva tensdo vs deformacéo
de ensaios experimentais do comportamento do material. O ajuste das curvas é efetuado pelo Método dos Minimos Quadrados

(MMQ).

2.3 Vetor de forcas internas e matriz de rigidez tangente

E necessario determinar alguns parametros para o desenvolvimento da formulagao posicional aplicada as trelicas, como
o0 gradiente de comprimento, vetor de forgas internas q e a matriz de rigidez tangente K. Inicialmente determina-se o gradiente
do comprimento do elemento deformado ao quadrado L2 A partir da Equacéo 2, tem-se que o gradiente de L? é dado conforme
a Equacdo 45.

oL* 0 2
_ . 2 2| =
VI = o = e w0t 0y ) G202 “
T
d; =[xy —Xp, Yy ™ VpoZa T ZBsXp T X4,V T VysZB T 2] (46)

Sabendo que o gradiente de comprimento ao quadrado € igual ao dobro do comprimento da barra vezes o seu gradiente,
tem-se o gradiente do comprimento da barra deformada, apresentada na Equacéo 47.

oL? oL oL 1 oL? oL d,
(47)

Como abordado anteriormente, a energia de deformacéo especifica do material, tanto para 0 modelo elastico linear como
para os modelos hiperelasticos, dependem da razdo de alongamento A, logo, a determinacéo das expressdes para o vetor de forcas
internas g e para a matriz de rigidez tangente K: deriva dessa razdo. O gradiente da razdo de alongamento é exibido na Equacgdo
48.

Vi=

oA oLy 1oL d
425
i 0

axX,  ax, LooX, LoL

Substituindo a Equagdo 6 na Equagdo 4 e considerando a ndo variacdo de volume do elemento de trelica (V = ALy),
sendo A a area da secdo transversal do elemento, temos que a energia de deformacdo U, do modelo elasticos linear é dada pela

Equacdo 49.
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12
U, = EALy( 5 = 4 (49)

O vetor de forgas internas g expresso pelo gradiente da energia de deformacdo total é apresentado na Equagéo 50.

R G 2)|=EaL 107 _ oA EAL (16/1 M) EAC 1>d 50
4=V e ™ oy |F40\ 2 \25x, ax;)” “o\"ax T ax . L)% (50)

Por sua vez, a matriz de rigidez tangente K; é determinada pelo gradiente do vetor de forcas internas, conforme

apresentado na Equacéo 51.

oq, @ [EA (d,» d,.) EA éd, o (d,—)i EAdd, EAad,

—_— 'A—1—= JR— [
LyoX, ox,\L) L,ox, L ax

K. =
’ Ly L

o (1
vy =i O —EAd ® — _>
=T ox T ox, EAd;® 2 Gb

Onde ® representa o produto tensorial. Aplicando-se a regra do quociente de calculo das derivadas e reajustando-se a

expressdo, é encontrado a matriz de rigidez tangente do modelo eldstico linear, sendo este apresentado na Equagéo 52.

oL
KA (- ) - 10, ® | |- ( - ) S © () - (1) S+ S 04
i\, L ax, i 2 | o ox; i 2) T\, ox, 3o
1 1 EA
Onde as matrizes C; e D;; sdo expressas pelas Equagdes 53 e 54, respectivamente.
1 00-100
ad 0100-10
_v%i _ o010 0-—1
C,j—an 100100 (53)
0-10 010
0 0-10 01
D;=d; Q@ d, (54)

A determinacdo do vetor de forcas internas g e da matriz de rigidez tangente K; considerando os modelos hiperelasticos
é realizada de forma anéloga ao do modelo eléstico linear. A diferenca € que, no lugar da energia de deformac&o especifica u do

material, é utilizado a energia livre especifica de deformag&o w do modelo correspondente, apresentados na secéo 2.2.

3. Resultados e Discusséo
A seguir serdo apresentados alguns exemplos numéricos. Os exemplos 1 e 2 sdo de trelicas de um Gnico elemento, cujo
intuito é validar o programa comparando com soluc@es analiticas e dados experimentais presentes na literatura cientifica. Em

seguida serdo aplicadas trelicas mais complexas e de maior esfor¢o computacional.
3.1 Exemplo 1 - barra hiperel&stica tracionada

Na Figura 2 é apresentada uma barra hipereléstica submetida & uma forga horizontal F no n6 2, simulando um teste de

tracdo uniaxial. O objetivo da aplicacdo desse exemplo é comparar as respostas obtidas pela formulagdo proposta considerando

13
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os modelos hiperelasticos ndo lineares com os dados experimentais extraidos de ensaios de tracdo uniaxial de elastbmeros com

negro de carbono presentes no trabalho de Paula et al. (2019), como também comparar com solucées analiticas.

Figura 3 - Barra hiperelastica.

A=1,0cm? o
2° F

(S ‘

10,0 cm

Fonte: Autores.

As solugdes analiticas sdo obtidas a partir da tensdo de Cauchy (o = F/A), sendo a forca F descrita em termos do
deslocamento horizontal 6, e a tenséo o depende do modelo hiperelastico considerado, descritas na se¢do 2.2. A solucéo analitica

para o modelo hiperelastico de Mooney-Rivlin é descrito na Equacdo 55, e para 0s demais modelos séo obtidas de forma analoga.

Ly+ 6, <L0+5x>‘2 ( L, )
Fyn(0.)= 0. )A =24 - CtCy— 55
MR( x) JMR( x) < I 10 01 Ly+ 6 (55)

(1] LO X

Em seu trabalho, Paula et al. (2019) realizaram o ensaio de tracdo uniaxial de quatro amostras de elastdmeros com
diferentes porcentagens de negro de carbono (0%, 10%, 30% 60%). Foi realizado o ajuste das curvas pelo MMQ para obter as
constantes constitutivas dos modelos hiperelasticos e foi utilizado o resultado da amostra com 0% de negro de carbono (D00).
Foi utilizado o método incremental-iterativo de Newton-Raphson com controle de deslocamento. Para efeito de comparacéo,
foram considerados alguns modelos com diferentes valores de N, os modelos Polinomial N1-N2, Yeoh N1-N3, Ogden N1-N4 e
Arruda-Boyce N1-N5.

Foi calculado o coeficiente de determinagdo R? para avaliar a proximidade do ajuste das curvas dos modelos

hiperelasticos com os pontos da curva tensdo vs deformacdo. Sendo o R2 expresso pela Equagéo 56.

?[51(‘7(‘91‘) - 0'[)2
Z?[L(O'i - 5)2

Sendo ¢ a média aritmética dos valores g; dos pontos da curva. O coeficiente de determinacéo varia entre 0 < R2< 1,

R*=1- (56)

onde, quanto mais proximo de 1, mais ajustada esta a fungdo aos dados experimentais (boa correlagdo), enquanto que, quanto
mais préximo de 0, menos ajustada estd a mesma aos dados experimentais (baixa correlagdo). Para os modelos Neo-Hookean e

de Mooney-Rivlin, foi implementado a possibilidade de encontrar o nimero méximo de pontos da curva tensdo vs deformagao

2

no qual os modelos apresentassem um coeficiente de determinagdo R* maior ou igual que um R;..- Foi considerado um

coeficiente de determinag&o minimo R2. de 0,9.

As constantes constitutivas e o coeficiente de determinacdo de cada modelo hipereléstico, para a amostra D00 sdo
apresentadas na Tabela 1. Os coeficientes séo exibidos em MPa, com excecdo de 4. do modelo de Arruda-Boyce e dos an do
modelo de Ogden, que sao adimensionais. Na Figura 4 sdo apresentados os graficos de forca vs deslocamento horizontal do no
2 datrelica, comparando os resultados do programa com as solugdes analiticas e com os dados experimentes do trabalho de Paula

et al. (2019).
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Tabela 1 - Constantes constitutivas dos modelos hiperelasticos (MPa): amostra D0O.

Modelo N Con Co2 Cuo Cu Cao Cao R2
Polinomial 1 -2,903 - 1,203 - - - 0,7476
2 12,453 | 4,416 -10,173 | -0,796 | 0,106 - 0,9974
1 - - 0,619 - - - 0,5775
Yeoh 2 - - -0,085 - 0,012 - 0,9341
3 - - 0,373 - -0,011 | 2,98E-04 0,9975
Modelo N R AL R? N°
1 1238 05775 Modelo Pontos Cuwo Co1 R2
Arruda- 2 0,833 0,7562 Mooney-Rivlin 20 0,508 -0,664 | 0,9080
Boyce 3 0,616 3,334 | 0,8878 25 1,203 -2,903 | 0,7476
4 0,455 0,9681 Neo-Hookean 18 0,308 - 0,9313
5 0,328 0,9963 25 0,619 - 0,5775
Modelo N JTH o1 p2 o2 ps o3 R 04 R2
1 1,01E-03 | 5,647 - - - - - - 0,9678
Ogden 2 0,319 1,815 | 2,37E-06 | 8,711 - - - - 0,9992
3 0,191 2,453 0,798 6,263 | -0,799 | 6,262 - - 0,9993
4 0,397 1,010 0,079 5441 | -0,28 | 5,141 0,23 4,885 |0,9994

2000
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Como é possivel observar, a resposta numérica obtida pelo programa desenvolvido apresentou boa concordancia com

as solucdes analiticas para todos os modelos hiperelasticos considerados. A amostra D00 alcangou uma faixa de deformagéo em

torno de 600%. Considerando como 6tima precisdo os modelos que apresentam um R > 0,99, é possivel notar que os modelos

que descreveram uma Gtima precisdo do comportamento da barra para a amostra D00 foram os modelos Yeoh N3, Polinomial

N2, Arruda-Boyce N5 e Ogden N2-N4, e dentre todos esses, 0 modelo de Ogden N4 descreveu uma maior preciséo com R* =

0,9994, e até mesmo com N = 1, 0 modelo de Ogden apresentou boa precisio com R = 0,9678.

De um modo geral, analisando os gréficos e os coeficientes de determinacéo R, nota-se que quanto maior o nimero N

modelos Polinomial, Yeoh, Ogden e Arruda-Boyce, maior é a proximidade do comportamento descrito pelos modelos em relagéo

aos dados experimentais, ou seja, maior é o R*. Notou-se também que os modelos Neo-Hookean e Mooney-Rivlin descrevem

um comportamento ndo linear apenas para faixas de deformac@es entre 0 e 100%, descrevendo comportamento linear para as

demais faixas de deformacoes.

Os modelos Polinomial N1, Mooney-Rivlin e Yeoh N2 descreveram uma for¢a negativa para deslocamentos inferiores

a aproximadamente 15,0 cm, 0 que € uma incoeréncia, uma vez que a barra esta sendo tracionada. Percebe-se também que quando
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N = 1, os modelos de Yeoh e Arruda-Boyce coincidem com o modelo Neo-Hookean, e 0 modelo Polinomial coincide com o
modelo de Mooney-Rivlin.

3.2 Exemplo 2 - trelica plana
Na Figura 5 é apresentada uma trelica plana de altura h = 10,0 cm e largura a = 40,0 cm (relagéo h/a de 0,25). O objetivo
dessa simulagdo é mostrar as diferengas entre as analises considerando as linearidades e nao linearidades fisicas e geométricas,

validando o programa por meio da comparagdo com as solucdes analiticas.

Figura 5 - Trelica plana.

F
Lo
),

T_) h=10,0cm
X

a (cm)
Fonte: Autores.

Com intuito de comparar o comportamento mecanico de uma trelica por meio de analises lineares e ndo lineares fisicas,
é necessario que os modelos elasticos e hiperelésticos descrevam a curva tensao vs deformagdo de um mesmo material. A curva
tensdo vs deformacdo do material a ser aplicado nos exemplos 2 ao 4 foi extraido do trabalho de Marczak & lturrioz (2006),
correspondente a um ensaio de tracdo uniaxial de borracha natural com 55% de negro de carbono. A curva tenséo vs deformacéo

do material e as constantes constitutivas do modelo eléstico linear e dos modelos hiperelasticos sdo apresentados na Figura 6.

Figura 6 - Curva tensdo vs deformacao do material.

2.5 T T T

Tensao (MPa)

05 —— [ Hooke | E(MPa) = 5.200 ] |
- ——[ Neo-Hookean | C10(MPa) = 0.597 | R* = 0.9711 ]

—— [ Mooney-Rivlin | C10(MPa) = 0.677 | CO1(MPa) = -0.135 | R* = 0.9727 ]

-1.0 ——[ Yeoh N3 | C10(MPa) = 0.675 | C20(MPa) = -0.129 | C30(MPa) = 0.044 | R* = 0.9978 |

[ Polinomial N2 | CO1(MPa) = 4.648 | C02(MPa) = 7.582 | C10(MPa) = -3.537
sk T C1I(MPa) = -7.230 | C20(MPa) = 2.172 | R* = 0.9998 |

. ——[ Arruda-Boyce N5 | 41 =0.909 | AL=2.010 | R = 0.9797 ]

[ Ogden N4 | ;11(MPa) = 10.247 | a1 = 0.729 | u2(MPa) = 0.018 | a2 = 6.474 | u3(MPa) = 0.246
2.0 T a3=3.525| pd(MPa)=-3.899 | ad = 1.751 | R*=0.9991 ] ul
+ [ Ensaio Experimental ]

25 L L T T T T
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Deformagao (mm/mm)

Fonte: Autores.

A amostra foi ensaiada até uma deformacéo de 100%. Nota-se que 0 ajuste da curva de tragdo de todos os seis modelos
hiperelasticos apresentaram um coeficiente de determinacdo maior que 0,97, tendo o modelo Polinomial N2 apresentado o
melhor ajuste, com um coeficiente de determinaco igual a 0,9998. E possivel observar também que os modelos hiperelésticos
descreveram um comportamento diferente para as curvas de tragdo e compressdo. E embora as curvas de compressdo sigam as
mesmas equagoes tedricas das curvas de tragdo, elas apresentam um comportamento bem mais agressivo, principalmente as dos
modelos Polinomial N2 e Ogden N4, que divergem mais rapidamente. Contudo, de acordo com Marczak & lturrioz (2006), esse
comportamento divergente na curva de compressao é esperado.

Para a andlise linear fisica (LF) ser& considerada a lei elastica linear de Hooke (o = E¢), e para analise ndo linear fisica

(NLF) serdo considerados os seis modelos hiperelasticos. A seguir serdo apresentadas nas Equacdes 57 a 60 as solucdes analiticas
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considerado a linearidade geométrica (LG), sendo exibida apenas a solucdo analitica para 0 modelo Neo-Hookean, e as demais
solucBes sdo encontradas de modo analogo.

EAR? 2Cy04h hé, e
Frour(8,) = —= 6 Frowu(s,) = I I+ —=)-({1+—= (57) e (58)
Lo 0 Ly Lo
dF EAR dF. 2C,0AH hs\ "
LG|LF _ 3 : LG|NH _ 10 - 142 <1 + _«;) (59) € (60)
do, Ly do, Ly Ly

Onde 9, ¢ o deslocamento vertical do n6 2 e as EquacGes 59 e 60 representam a rigidez que a estrutura possui em relagdo

ao deslocamento ¢, na analise fisica linear e ndo linear do modelo Neo-Hookean, respectivamente. Considerando a ndo

linearidade geométrica (NLG), as solucdes analiticas na posi¢ao deformada sdo dadas pelas Equagdes 61 a 64.

EA L 2C, 4 Ly}
FNLGlLF(é‘)’) =L_(h+5y) - - A 5 FNLG\NH(Sy) = LIO (h+ 5y) 1 - ° A (61) e (62)
’ (a2+(h+é‘y)) 0 (a2+(h+5y))
dF;,L;lLF _ JZ_A X Edh(h+5,) - EA(hs,+d*+ hg )
7 0 (a2+(h+6y)2) 2 (a2+(h+§y)2) ?
dFyygp _ 2Cipd . 6CyoAhLy* (h+6,) . 2C,0AL (282 — & — W2+ 1)) o

s,

L, (a2 ) (h . @)2)5/2 (a2 . (h . @)2)5/2

Nas Figuras 7a e 7b sdo apresentados os gréficos obtidos pelo programa desenvolvido comparando com as solucbes

analiticas. Foi utilizado nesse exemplo o método incremental-iterativo de Newton-Raphson com controle de deslocamento.

Figura 7 - Graficos: a) forca vs deslocamento vertical do né 2; b) rigidez vs deslocamento vertical do n6 2.
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Fonte: Autores.

Como é possivel observar, os resultados obtidos pelo programa estdo em concordancia com as solu¢des analiticas em

todas as analises. Em relacéo as anélises NLG|LF e NLG|NLF, é verificvel que os graficos de forga e rigidez apresentam uma
simetria no ponto em que &, = —10 cm, o que & compreensivel, pois, se 0 n6 2 se deslocar para cima ou para baixo a partir desse
ponto, a trelica exibird 0 mesmo comportamento. Percebe-se também que, nos trechos em que a barra estava sendo comprimida
(0> ¢, >—20 cm) as analises LF e NLF sdo bem proximas, enquanto que, as solugdes se distanciam nos demais deslocamentos

guando a mesma é tracionada.
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Nas analises LG, o comportamento da trelica tende a ser descrito de forma semelhante a curva tensao vs deformacéo do
material considerado, conforme visto na Figura 6, onde o comportamento descrito pelos modelos hiperelésticos de Ogden N4 e
Polinomial N2 se distanciaram dos demais modelos quando as barras sdo comprimidas. Em relacdo as andlises LF e NLF dos
modelos hiperelasticos, é notavel que cada um dos modelos apresentaram uma rigidez inicial diferente, cujos valores eram os
mesmos para as analises LG e NLG. Também ¢é verificavel, tanto na curva tensdo vs deformagdo do material como no grafico de
rigidez vs deslocamento, que o modelo hiperelastico de Ogden N4 é o que apresenta rigidez inicial mais préxima da do modelo
linear, e 0 modelo Polinomial N2 é o Unico que apresenta uma rigidez inicial superior a do modelo linear fisico. No entanto,

nota-se que para pequenos deslocamentos (1 cm > g, > —1 cm) os resultados das quatro analises sdo muito proximos, e assim,

acabam adotando a analise LG|LF para simplificacdo dos calculos nesses casos.

3.3 Exemplo 3 - cupula de 24 barras

Na Figura 8 sdo apresentadas as vistas superior e lateral de uma clpula de trelica em formato de estrela, cujas dimensdes
sdo dadas em centimetros. Essa estrutura de 24 elementos e 13 nds € uma trelica classica da literatura cientifica sobre analises
de trelicas espaciais. Apareceu pela primeira vez em Hangai & Kawamata (1971) e foi analisada por diversos autores (Hill, et
al., 1989, Blandford, 1996, Greco, et al., 2006).

Figura 8 - Cupula de 24 elementos.

® No Fixo

O N Livre

)

8216

50,00

100,00

Fonte: Autores.

Todas as barras possuem uma se¢do transversal de 1,0 cm? e a mesma rigidez, que varia de acordo com o modelo
constitutivo. A trelica estd submetida & uma forga vertical no n6 13 em seu topo, onde 0s seis nds da base séo fixos e os demais
sdo livres. Foi tragado o caminho de equilibrio completo utilizando o algoritmo do comprimento de arco de Riks-Wempner, com
um total de 1100 ciclos, nimero maximo de iteragGes igual a 100, tolerancia de 104, comprimento inicial do preditor A/ de 0,1
e nimero de iteragOes desejadas Ng igual a 1. Foi gerado o grafico de forca vs deslocamento vertical do nd central da cupula
(Figura 9), considerando o modelo eléstico linear e os modelos hiperelasticos. Entende-se por caminho do equilibrio completo,

0 caminho tracado da sua posicdo inicial até a posi¢do oposta em relacdo ao plano que contém os seus nos fixos.
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Figura 9 - Grafico forca vs deslocamento do n6 13 em Z.
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Fonte: Autores.

O caminho do equilibrio é completo quando o deslocamento vertical do n6 central atinge o dobro da altura da cipula
(—16,432 cm), nesse ponto a clpula esta em sua posi¢do oposta em relacdo ao plano que contém seus nos fixos. Para

deslocamentos maiores que 0 e menores que —16,432, as barras da treliga (em sua maioria) sdo tracionadas.

3.4 Exemplo 4 - ctpula de 168 barras

A clpula deste exemplo também se trata de uma treliga classica muito utilizada em trabalhos de andlises de trelicas. Na
Figura 10 sdo apresentadas a vistas superior e lateral da mesma, com unidades representadas em centimetros. Essa estrutura
trelicada de 168 elementos e 73 nds apareceu pela primeira vez em Paradiso et al. (1979), sendo analisada por outros autores
(Papadrakakis, 1981, Forde & Stiemer, 1987, Lacerda, 2014).

Figura 10 - Cuapula de 168 elementos.
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Fonte: Autores.

Todas as barras possuem uma se¢do transversal de 1,0 cm? e a mesma rigidez, que varia de acordo com o modelo
constitutivo. A trelica esta submetida a uma forca vertical no né 73 em seu topo, sendo os vinte e quatro nos da base fixos e os
demais livres. Foi tragado o caminho de equilibrio completo utilizando o algoritmo do comprimento de arco de Riks-Wempner,
com um total de 5520 ciclos, nimero maximo de iteracGes igual a 100, tolerancia de 10-*, comprimento inicial do preditor A/ de

2,0 e nimero de iteracdes desejadas Ng igual a 1. Ao tragar o caminho do equilibrio completo, algumas regides desse caminho
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tornam-se dificeis de analisar devido a escala total apresentada. Para contornar isso e possibilitar a visualizacdo dessas regides
do caminho de equilibrio, foram gerados outros graficos focados nesses trechos de dificil visibilidade. Foram gerados os graficos

de forca vs deslocamento verticais do n6 73 da clpula (n6 central) e do nd 72, apresentados nas Figuras 11 e 12, respectivamente.

Figura 11 - Gréfico forca vs deslocamento do n6 73 em Z: a) caminha do equilibrio; b) regido em contorno na Fig. a).

Forga (N)

Quando o deslocamento vertical do nd central atinge o dobro da altura da ctpula (— 358,044 cm), a clpula estd em sua

posicdo oposta em relagdo ao plano que contém seus nds fixos. Para deslocamentos maiores que 0 e menores que —358,044, as
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Figura 12 - Gréfico forga vs deslocamento do né 72 em Z.
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barras da trelica (em sua maioria) sdo tracionadas.

3.5 Discusséo dos exemplos 3 e 4

De um modo geral, é de facil percep¢do que o modelo Polinomial N2 descreveu um comportamento mais distante dos
demais modelos nos caminhos de equilibrio das treligas analisadas, seguido pelo modelo de Ogden N4. Tal fend6meno esté ligado
ao fato de que, como visto na curva tensdo vs deformacdo do material (Figura 6), o modelo Polinomial N2 prediz um

comportamento do material que diverge rapidamente quando comprimido, e durante os caminhos de equilibrio tragados nos

-200 -160

Deslocamento (cm)

Fonte: Autores.

exemplos, as barras das trelicas (em sua maioria) sdo comprimidas.

No exemplo 3 (Figura 9), as diferengas entre os modelos hiperelasticos e 0 modelo linear ndo afetaram os deslocamentos,

no qual o deslocamento do n6 central é 0 mesmo para todos modelos ao longo do caminho de equilibrio. Contudo, no exemplo
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4 (Figura 10 e 11) a diferenca nos caminhos de equilibrio afetaram os deslocamentos significativamente, principalmente no
modelo Polinomial N2, que descreveu um caminho de equilibrio com formato diferente dos demais modelos. Essas diferencas
significativas aconteceram nos limites mais extremos do caminho de equilibrio, no qual ocorreram maiores deformacdes dos
elementos da trelica.

Em todos os modelos considerados, os caminhos de equilibrio dos exemplos 3 e 4 possuem um ponto médio, que ocorre
quando todas as barras da trelica estdo no mesmo plano que contém os nos fixos, dessa forma, nesse ponto do caminho de
equilibrio as barras atingem sua deformacao de compressdao maxima. Esse ponto médio também se trata de um ponto de simetria,
pois a partir deste, 0 caminho de equilibrio tracado € 0 mesmo de antes, contudo, no sentindo inverso. Vale ressaltar que isso
aconteceu, pois, as forcas foram aplicadas de forma simétrica nas trelicas.

Como o método do comprimento de arco com restricdo plana normal acompanha a trajetéria do caminho de equilibrio
e foi utilizado o mesmo valor inicial do preditor e nimero de iteracdes desejadas para todos os modelos, o nimero de ciclos para
tracar o caminho de equilibrio completo foi diferente para cada modelo. O modelo que necessitou de um maior nimero de ciclos
em todos os exemplos foi o0 modelo Polinomial N2, seguido pelo modelo de Ogden N4 e pelo modelo linear, a depender do grau
de deformacdo da trelica. Os modelos Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Yeoh N3 e Arruda-Boyce N5 necessitaram de um menor
namero de ciclos em relacdo ao modelo elastico linear, pois seus caminhos de equilibrio apresentaram menor comportamento

em comparagdo com esse Ultimo.

4. Concluséao

Foi desenvolvido um cddigo computacional em linguagem MATLAB® para analisar trelicas considerando as
linearidades e ndo linearidades fisicas e geométricas, onde o mesmo apresentou bom desempenho para descrever o
comportamento das treli¢cas quando comparado com as solugdes analiticas. Além disso, verificou-se que a formulagéo posicional
apresentou bom desempenho e praticidade no que diz respeito a implementagdo computacional.

Dentre os seis modelos hiperelasticos considerados, os modelos de Yeoh N3, Polinomial N2 e Ogden N4 apresentaram
6tima precisdo no ajuste das curvas tensdo vs deformacdo das amostras, ou seja, esses modelos descreveram mais precisamente
0 comportamento mecéanico do material hiperelastico submetido a tracdo uniaxial. Contudo, dentre esses modelos 0 mais preciso
foi o de Ogden, onde até mesmo para N = 1 apresentou boa proximidade.

Os caminhos de equilibrio das trelicas considerando os modelos hiperelasticos sdo condicionados ao ajuste/predi¢do da
curva tenséo vs deformacdo do material, indicando a importancia de resultados de ensaios experimentais de compressao e tracéo
uniaxial de um mesmo material, para tornar possivel o ajuste da curva tanto de tracdo como de compressdo pelos modelos
hiperelésticos.

Os modelos hiperelasticos descrevem um comportamento diferente dos elastdmeros quando submetidos a tracdo ou
compressdo, apresentando um comportamento mais divergente quando comprimidos, onde, quanto maior for essa divergéncia,
mais isso impactara a analise das trelicas, pois resultara em diferengas significativas no comportamento das mesmas nos seus
caminhos de equilibrio.

Foi verificado que nos caminhos de equilibrio das trelicas encontrados pelo método de continuagdo do comprimento de
arco de Riks-Wempner, as maiores diferengas entre os modelos hipereléasticos e o modelo eléstico linear ocorreram nas
configurac@es das trelicas nos limites mais extremos do caminho de equilibrio, nos quais apresentam maiores deformacdes dos
elementos da estrutura treligada.

Configuram-se como sugestdes para futuras pesquisas a consideracdo do efeito de compressibilidade nos materiais,

estudo e implementacdo da andlise elasto-plastica com ndo linearidade geomeétrica, avaliacdo dos efeitos dindmicos em trelicas
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considerando modelos hiperelasticos e comparacdo dos resultados de trelicas compostas de materiais poliméricos ensaiadas

experimentalmente com solug@es numeéricas ndo lineares.
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