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Resumo

O objetivo do presente artigo consiste em apresentar uma nova abordagem de ensino relativa
as transformacdes lineares planas e as implicacGes de sua aplicagdo em uma dupla de estudantes
do curso de Engenharia Mecénica. Aydin, Hannah et al. e Isik revelaram as dificuldades dos
estudantes com o formalismo da Algebra Linear, apontando a necessidade de elaboracio de
alternativas pedagdgicas que considerem essa problematica. Nesse contexto, procurou-se
elaborar e aplicar uma abordagem de ensino sobre as transformacfes lineares geométricas,
focando os conceitos de composicao, nucleo e imagem e integrando o software GeoGebra para
explorar as relacdes entre os registros grafico, algébrico, figural e da lingua natural. O estudo
foi fundamentado na teoria dos registros de representacdes semioticas de Duval e se utilizou de
recursos computacionais segundo as indicacGes de Drijvers, Baki, Noss e Hoyles e Borba e
Penteado, de modo a permitir exploracdes diferenciadas das obtidas em ambientes do tipo
papel&Ilapis. Para nortear a construgdo do experimento, foram utilizados aspectos da
metodologia de Design Experiment de Cobb et al., a qual baliza a construcéo de inovagdes na
area de Educacdo Matematica. A pesquisa teve carater qualitativo, sendo constatado que, ao
proporcionar aos sujeitos um ambiente favoravel para coordenar representacées de diferentes
registros, houve progressos na compreensao dos conceitos. A utilizacao do software GeoGebra
favoreceu a autonomia na construcdo do conceito, visto que, utilizando o seu dinamismo, 0s

alunos puderam, de forma independente, elaborar e testar suas conjecturas no proprio ambiente.
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Abstract

The purpose of this article is to present a teaching experiment on the content of linear
transformations in the plane and the results of its application in a pair of students of Mechanical
Engineering course. Difficulties of the students in Linear Algebra discipline concerning its
formal aspect are pointed by Aydin, Hannah, et al. and Isik, furthermore, new pedagogical
practices which considers this problematic are required. In this context, elaborating and
applying a teaching approach to geometrical linear transformations is aimed at bringing
innovative learning and teaching perspectives. This experiment essentially regards the concepts
of composition, nucleus and image and also integrates the GeoGebra software to explore the
relations among representations of different registers such as graphic, algebraic, figural and of
natural language. The study is grounded on the registers of semiotic representations provided
by Duval's theory and on a technology according to the views of Drijvers, Baki, Hoyles and
Noss and Borba and Penteado, in order to allow different developments from those reached by
paper and pencil environment. For the experiment preparation and conduction, it is used some
aspects of the Design Experiment by Cobb et al., a specific method to build an innovative
approach to the mathematics education. This research has a qualitative character and the results
revealed that providing a favorable environment to the students to coordinate representations
of different registers, there was progress in understanding the concepts related to linear
transformations, mainly, nucleus and image. The autonomy in building concepts is privileged
by the GeoGebra software utilization, regarding its dynamic character, the students could test
their conjectures in its environment.

Keywords: Linear Algebra; Linear Transformations; GeoGebra; Semiotic Representations;

Design Experiment.

1. Introducéo

Nesse artigo objetiva-se discorrer sobre a construcdo e a aplicacdo de um experimento
de ensino sobre as transformacdes lineares planas, elaborado de modo a integrar um recurso
tecnoldgico dindmico e a exploracdo de registros semidticos. Esse tema faz parte da disciplina
de Algebra Linear e lidar com o formalismo inerente a essa disciplina é um problema para os
alunos, conforme apontado por Aydin (2009), Hannah et al. (2011) e Isik (2014). Para o

estudante, muitas vezes a compreensao de topicos dessa disciplina se limita a um conjunto de



Research, Society and Development, v. 7, n. 10, p. 01-23, e9710405, 2018
ISSN 2525-3409 (CC BY 4.0)

procedimentos algébricos, sendo constantes as indagagdes a respeito de “como enxergar” o que
representam determinados contetdos. Tal problemética representou uma das motivacbes para
elaborar uma nova abordagem que considerasse essas inquietacdes, incluindo entdo uma
exploracdo geomeétrica de topicos relativos as transformacdes lineares.

As influéncias positivas da utilizacdo de recursos computacionais na educagédo
matematica sdo descritas por autores tais como Drijvers (2015), Baki (2015), Noss e Hoyles
(2009), Kelly et al. (2010) e Borba e Penteado (2010). Esses instrumentos podem trazer
vantagens pedagogicas quando utilizados de maneira a permitirem exploracdes diferenciadas
das obtidas em ambientes estaticos, tais como o do papel&Iépis. Exemplificando, abordagens
que se utilizam de ferramentas computacionais dindmicas permitem que o aluno elabore e teste
suas proprias conjecturas, dada a possibilidade de manipulacdo direta de objetos matematicos
e relacdes. As acdes e decisbes do usuario refletem no tipo de feedback obtido por meio desse
tipo de recurso e, consequentemente, 0 uso dessas ferramentas favorece um trabalho mais
autdbnomo e conduz a novas formas de compreensdo. Além disso, muitas dessas ferramentas
permitem um trabalho que relaciona diferentes representacdes semidticas.

Apesar disso, esses autores afirmam que recursos computacionais ainda tém pouca
insercdo no ensino de Matematica, o que revela a importancia de se elaborar pesquisas que
considerem a integracao dessas ferramentas.

Para Drijvers (2015), os fatores cruciais para o0 sucesso da integracdo de tecnologia na
Educacdo Matematica incluem a organizacdo das questdes que exploram o potencial
pedag6gico da ferramenta, o papel do professor na conducdo de abordagens que se utilizam
desses recursos e o contexto educacional no qual ele é inserido.

Coerente com esses apontamentos, a presente pesquisa buscou integrar um software

dindmico em uma abordagem que procurou suscitar a busca por novas compreensoes.

2. Fundamentacao Tedrica

Considerando a importancia da diversificagdo dos registros de representacdes
semidticas na abordagem elaborada, 0s pressupostos tedricos de Duval (1995, 2000, 2006,
2011) fundamentaram este estudo. Esse autor afirma que o acesso a contetdos da Matematica
sO ocorre utilizando representacgdes, o que a diferencia de outras ciéncias.

Duval (2006) define sistema ou registro de representacdo semiotica como um sistema
semiotico que permite trés atividades cognitivas, a formacdo, o tratamento e a conversdo.

Quando se faz uma operagdo entre duas representacdes no interior de um Unico sistema
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semidtico, tem-se um tratamento. E o caso, por exemplo, frequentemente utilizado no algoritmo
de resolucdo de sistemas lineares, que prevé diversos tratamentos com representacGes
algébricas. Ja quando essa transformacao ocorre entre representacdes de sistemas semioticos
distintos, tem-se uma conversdo. Por exemplo, dada uma transformacéo linear de reflexdo no
plano, pode-se converter sua representacdo do sistema algébrico para uma representacdo no
sistema grafico.

Para Duval (2006), é o segundo tipo de transformacéo que traz avangos pedagogicos,
sendo que, ao lidar com representacdes de diferentes registros, o estudante consegue diferenciar
0 objeto matematico de sua representacao.

Duval (2000) revela que a conversdo ¢ afetada por um fendmeno denominado fenémeno
da ndo congruéncia. A existéncia de congruéncia entre duas representacfes de registros
distintos ocorre quando ha correspondéncia semantica entre as unidades significantes que as
constituem, uma mesma ordem de apreensao das unidades das duas representacdes e conversao
de uma unidade significante de representacdo de partida para uma unidade significante
correspondente no registro de chegada. Se uma dessas condi¢des nédo for verificada, a conversao
é ndo congruente. Ainda, uma conversdo pode ser congruente em um sentido e ndo congruente
no sentido contrario. O autor revela que tais caracteristicas da conversdo normalmente ndo séo
consideradas no ensino de Matematica.

Os registros semidticos podem ser classificados quanto a sua funcionalidade e
discursividade. Se as representacdes de um registro sdo tratadas de forma algoritmizavel, ele é
classificado como monofuncional. Caso contrario, ele ¢ denominado multifuncional. Caso
permita o discurso, ele é classificado como discursivo.

A abordagem elaborada neste estudo procurou percorrer por registros de diferentes
classificacOes, tendo em vista que utilizou os registros grafico, algébrico, da lingua natural e
figural, classificados, respectivamente, como monofuncional ndo discursivo, monofuncional
discursivo, multifuncional discursivo e multifuncional ndo discursivo.

Duval (2011) alerta que nos niveis mais avangados de ensino de matematica,
frequentemente sdo privilegiados os registros monofuncionais discursivos e tal fato pode
ocasionar problemas ao estudante tanto na diferenciacdo de um objeto de sua representacao
como no estabelecimento de conversdes. De fato, Karrer (2006) revelou que grande parte dos
principais livros didaticos de Algebra Linear utilizados por uma amostra de universidades
estaduais, federais e privadas do Brasil privilegia o registro algébrico em detrimento dos
demais, sendo que poucos integram o registro gréafico e, quando o fazem, normalmente nao

exploram conversdes que partem dele.
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Diante dessas evidéncias, justifica-se a importancia de elaborar situagdes didaticas que
integrem instrumentos dindmicos e que permitam ao aluno a construgdo de uma Viséo
abrangente do objeto matematico, por meio da exploracdo de representacbes mono e
multifuncionais, discursivas e ndo discursivas.

Desta forma, além de investigar que aspectos pedagogicos sdo evidenciados com a
aplicacdo de uma abordagem sobre transformacdes lineares, construida de modo a integrar a
utilizacdo de recursos computacionais com a exploracéo de registros semidticos, pretendeu-se
também avaliar os significados desenvolvidos pelos estudantes no processo de construcao e/ou

aprofundamento dos conceitos matematicos.

3. Metodologia

Este trabalhou foi desenvolvido utilizando aspectos da metodologia de Design
Experiment de Cobb et al. (2003), especifica para pesquisas que envolvem o desenvolvimento
de novas abordagens para o ensino de Matematica. Neste tipo de metodologia, elaboram-se
experimentos de dominios matematicos especificos, com vistas a criar inovacdes no ensino.
Pretende-se, com isso, aliar a pratica da pesquisa com a pratica de ensino.

As situagOes sdo propostas visando gerar modificagdes nos pensamentos usuais dos
sujeitos partindo-se de um desenho inicial, o qual representa um conjunto de conjecturas que
suportardo um modo diferenciado de aprendizagem.

Nessa metodologia, as conjecturas iniciais sdo testadas e, se necessario, refutadas.
Novas conjecturas sdo geradas e testadas continuamente durante a execugdo do experimento.
Tal fato dota essa metodologia das caracteristicas ciclica, iterativa e flexivel, tendo em vista
gue o desenho inicial é reformulado durante o processo, caso a necessidade de adaptacdes seja
revelada pelas producGes dos sujeitos.

Essa metodologia privilegia os significados construidos pelos sujeitos e,
consequentemente, eles participam da construcéo dos episodios de ensino, rompendo, assim, a
classificacdo hierarquica usual dos papeis atribuidos ao professor, ao pesquisador e aos
estudantes.

Existem véarias modalidades previstas no Design Experiment, tais como estudos
aplicados a pequenos grupos, experimentos voltados a docentes, a classes humerosas ou a
reestruturacdes escolares. Na presente pesquisa, utilizou-se do primeiro tipo de manifestacao,
para que fosse possivel investigar de forma minuciosa as trajetérias dos sujeitos, suas

dificuldades e seus avancos.
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Desta forma, pautados em Ponte (2006), foi realizado um estudo de caso, dado que a
pesquisa foi desenvolvida sobre uma situacdo especifica e ndo usual, se comparada com as
abordagens usuais de ensino das transformacdes, e teve o intuito de investigar se poderia trazer
novas contribuicdes para o ensino e para a aprendizagem desse tema. Caracteriza-se como um
estudo de natureza qualitativa, que procurou buscar elementos para compreender uma nova
situacdo. A pesquisa consistiu em um design de investigacdo exploratério que, apesar da
natureza empirica, se pautou em aspectos da teoria dos registros de representacdes semioticas
de Duval (2011).

Para conduzir a investigacdo, adotou-se a Analise de Conteldo de Bardin (1977),
cumprindo as fases de pre-analise, exploracdo do material e de tratamento dos resultados.
Inicialmente foi realizada uma pré-anélise de documentos, tais como livros didaticos de Algebra
Linear, ementarios de universidades e revisdo de literatura cientifica, com o intuito de mapear
como o contetdo das transformacbes € usualmente trabalhado. Essa fase revelou a
predominancia de um trabalho essencialmente algébrico, com foco nas atividades de
tratamento. OperacOes entre registros distintos sdo pouco desenvolvidas, principalmente as que
envolvem o registro grafico. As ferramentas computacionais, quando indicadas, sdo voltadas a
softwares de exploracdo algébrica, ou seja, ndo foi encontrada qualquer mengdo ao uso de
software gréfico e dindmico. Partindo desse fato, teve-se por hipétese que a elaboracdo de uma
sequéncia de ensino que considerasse esses elementos poderia trazer ganhos pedagdgicos,
delimitando, assim, o objetivo da presente pesquisa.

Considerando essas evidéncias, elaborou-se um experimento que tratou das
transformacoes lineares relacionando diferentes registros semiéticos e utilizando o software
GeoGebra, o qual foi aplicado pelos pesquisadores em horario extraclasse a dois estudantes
voluntarios do curso de Engenharia Mecanica de uma Instituicdo confessional de ensino
superior do estado de Sdo Paulo, os quais ja haviam tido contato com o tema de modo
exclusivamente algébrico.

Na ocasido da aplicacdo do experimento, um deles cursava o terceiro semestre e 0 outro
0 quarto semestre de Engenharia Mecanica, um no periodo matutino e outro no periodo noturno.
Ambos desempenhavam atividades extracurriculares de monitoria de Célculo Diferencial e
Integral e de Algebra Linear na instituicdo. Os encontros ocorreram no periodo da tarde e,
apesar de a instituicdo disponibilizar laboratorios com o software GeoGebra instalado nos
computadores, pelo fato de a amostra ser pequena, o trabalho se deu no proprio notebook do

pesquisador. O experimento foi aplicado no ano de 2017, sendo utilizada a versdao GeoGebra
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Classic 5. Os estudantes realizaram uma familiarizagdo com o software de cerca de uma hora,
0 que se mostrou suficiente para o desenvolvimento do experimento.

O tratamento dos resultados foi pautado nos pressupostos tedricos de Duval e nas
evidéncias apontadas pelos estudos de Drijvers (2015), Baki (2015), Noss e Hoyles (2009),
Kelly et al. (2010) e Borba e Penteado (2010) e, para a analise dos dados, foram considerados
0s registros escritos presentes nas fichas das atividades, a &udio-gravacédo das falas dos sujeitos
e as telas dos computadores capturadas pelo software Camtasia, sendo, na ocasido, utilizada

sua versdo gratuita por trinta dias.

4. Descricdo e Analise do Experimento

O experimento consistiu em trés atividades sobre operadores lineares no plano, todas
desenvolvidas com foco na anélise das relacdes dos registros gréafico, matricial e algébrico e
com apoio da ferramenta computacional GeoGebra.

A primeira tratou dos aspectos geométricos desse tipo de transformacdo, a segunda
tratou da questdo da composta de transformacdes lineares e, na terceira, foram analisados 0s
conceitos de imagem e nlcleo. Em todas as atividades, os sujeitos receberam um roteiro de
construcdo no GeoGebra, para que pudessem se familiarizar com a construcao na ferramenta e
ndo apenas com seu manuseio.

Conforme relatado, dois estudantes voluntarios do curso de Engenharia Mecénica de
uma instituicdo particular de ensino do Estado de S&o Paulo participaram do experimento. Eles
ja haviam cursado a disciplina de Algebra Linear por um foco exclusivamente algébrico. As
transformacdes lineares geométricas ndo foram tratadas quando cursaram a disciplina e 0s
sujeitos ndo conheciam o software GeoGebra.

Com isso, inicialmente foi realizada uma atividade inicial com esse software. Em
seguida, na Atividade 1, foi apresentada uma explanacdo das representacdes algébrica e
matricial (matriz em relacéo a base candnica) dos operadores lineares no plano. Aos alunos foi
apresentado o roteiro de construcdo de uma matriz dinamica e de sua relacdo com a
representacdo grafica no GeoGebra, de modo que, ao alterar um valor da matriz,
simultaneamente ocorreria uma alteracdo grafica. Optamos pela aplicagéo da transformacéo em
um quadrado, dado que este tipo de figura favorece a analise comparativa entre o objeto inicial
e sua imagem grafica pela transformacdo. No quadro seguinte apresentam-se as etapas dessa

construcao.
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Quadro 1. Etapas da primeira construcdo no software para o desenvolvimento da Atividade 1

a) Abrir o software

a=2
b) Clicar no penultimo icone —* para a criacdo de controles deslizantes, para tal, clicar na

area grafica e em seguida em OK. Repetir 0 processo 4 vezes.

c) Para a criagdo de uma matriz dindmica, no canto inferior esquerdo apods a “Entrada:”, digite:
M={{a,b}{c,d}} e aperte a tecla enter.

d) Nos controles deslizantes criados no item b, ajustar, com auxilio das setas do teclado, os
valores para a=2, b=0, c=0 e d=2. Observe que os valores da matriz criada no item “c” também
séo alterados.

e) Vamos construir um quadrado unitério de vértices A=(0,0), B=(2,0), C=(0,2) e D=(2,2).
Obs: De forma opcional, clique com o bot&o direto sobre o quadrado e, em seguida, selecione
“Propriedades” para que sua cor e seu estilo sejam alterados.

f) Para aplicar a transformacao linear no quadrado, é necessario multiplicar a matriz M pelas
coordenadas dos vértices do quadrado, os quais representam as extremidades dos vetores
(A-0),(B-0),(C-0) e (D-0), sendo O a origem do sistema de coordenadas.

Para isso, no canto inferior esquerdo, na frente de “Entrada:”, digitar: M*A (enter); M*B
(enter); M*C (enter) e M*D (enter). Com isso, serdo obtidas as extremidades dos vetores
(E-O), (F-0), (G-0) e (H-0O).

Neste caso, os vetores (E-O), (F-0O), (G-O) e (H-0O), sendo O a origem do sistema, representam
as imagens pela transformacao linear F(X,y) = (2x, 2y) dos vetores (A-O), (B-0O), (C-0O) e (D-
0), ou seja:

F(0,0) = (0,0), F(2,0) = (4,0), F(0,2) =(0,4) e F(2,2)=(4,4).

[ 3
[ ™

g) No quinto botdo * "j-.-, clicar duas vezes e ap0s isso selecionar “Poligono”. Ao realizar tal
acdo clicar uma vez em cada ponto obtido (E, F, H e G) e novamente no ponto E para que o
poligono se feche.

De forma opcional, cligue com o botdo direto sobre o quadrado, em seguida selecione

“Propriedades” para que a cor ¢ o estilo do quadrado sejam alterados.

Fonte: Acervo dos autores
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A construcdo dessa etapa gerou a seguinte tela no GeoGebra.

Figura 1. Tela dQZ GeoGebra resultante da primeira construcéo
I a=

a=2 A ‘ —
= . O] b=0 6
‘ i~ — ‘

b=0 : c=0

—_—— 5
5 . 5 d=2

® s ( H

c=0 H 2

5 L 2 5 ® 3

i 4 D ;
s ® S ®
H G by
_fa b
Mf(c d) E
(i) |
- Loz 5

Fonte: Construcdo dos autores

Ao alterar os valores nos controles deslizantes, o aluno poderia observar as alteracfes
simultdneas nas representacGes dos registros matricial e grafico. Apds essas etapas, foram
propostas cinco tarefas para explorar essa construcdo. Selecionamos, para apresentacao neste
artigo, a tarefa relativa a reflexdo em relacdo ao eixo y e a expansao na direcdo do eixo X,

conforme apresentado no Quadro 2.

Quadro 2. Tarefa relativa a reflexdo e expansdo da Atividade 1

Com o auxilio do mouse, mova os controles deslizantes para a=1, b=0, c=0 e d=1 de forma a
obter a matriz identidade. O que acontece com o quadrado obtido pela transformacéo linear?
Por que? Escreva a lei algébrica dessa transformacéo linear.

Alterando somente os valores de “a” pelo controle deslizante:

- O que muda na figura para valores de a>1?

- O que muda na figura para valores de a<0?

- O que muda na figura para valores de 0<a<1?

- Para obter uma reflexéo (espelho) em relacdo ao eixo y, qual o valor de a?

- Qual a fungdo da transformacdo linear para que a reflexdo ocorra, lembrando que
F(x,y)=(ax+ by, cx+ dy): F(x,y)= ( : )

- Qual seré o valor de a para que o quadrado obtido pela transformacéo linear tenha vertices
(0,0), (6,0), (6,2) e (0,2)?
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- Qual a funcdo da transformacgéo linear para que a situacdo acima ocorra, sabendo que
F(x,y)=(ax+ by, cx+ dy): F(x,y)= ( , )

Fonte: Acervo dos autores

O objetivo da primeira atividade consistiu em familiarizar os estudantes com as
transformacbes geomeétricas no plano por meio da experimentacdo no software. Foram
solicitadas conversdes entre representacdes algébricas e gréficas em duplo sentido, procurando,
desta forma, explorar relagdes em ambos os sentidos entre um registro discursivo e outro ndo

discursivo. As producdes da dupla para essa questdo sdo apresentadas na Figura 2.

Figura 2. Producdo da dupla para a tarefa relativa a reflexdo e expansao

2. Alterando somente os valores de a pelo controle deslizante. | . _
DM ?\1,(‘}1}3 A Y L-g@“)'ﬂ;tq

- O que muda na figura para valores de a>17 \ O ¥ 0 GBS 6 ) Lnauchs lﬁ oD X

- 0 que muda na figura para valores de a<07? OQI)&) rH 10 OE)/"&_ fnd lﬁfr-;fi;f) G rr;;J-:wt )

: A .09 el
- O que muda na figura para valores de 0<a<1? (0 ﬂ.(fﬁ fA ﬂ")n!ﬁ{i’—l L0t0 IJJ?J._«?}:@ X

- Para I?Ql::’ter umf reflexdo (espelho) em relagdo ao eixc y, qual o valor de a? 94{{’;
- Qual a fungdo da transformacgéao linear para que a reflexao ocorra, sabendo gue

que F(xy)=(ax+ by, cx+ dy): F(x,y)= (=X Y )

- Qual sera o valor de a para que o quadrado obtido%ela transformacgao linear

tenha coordenadas (0,0), (6,0), (6.2) e (0,2)7 _O-= 3

- Qual a funcdo da transformagéo linear para que a situagao acima ocorra,

sabendo que F(x,y)=(ax+ by, cx+ dy): F(x.y)= ((2X . E}] )

Fonte: Acervo dos autores

Nota-se, na producdo em lingua natural escrita, que a dupla ndo conhecia os termos de
simetria e expansdo, 0 que era esperado, visto que ao cursarem Algebra Linear, as
transformacbes geométricas ndo foram desenvolvidas. Para relatar o que ocorria na
representacdo grafica, a dupla procurou destacar o movimento que ocorria com o lado FH (lado
paralelo ao eixo y) do quadrado. Ao final de cada tarefa, os termos simetria, reflex&o, expanséo,
contracdo, rotacdo, projecdo e cisalhamentos foram apresentados, tendo em vista que eles
seriam utilizados na atividade seguinte, relativa & composta de transformacoes lineares.

Para a realizacdo da Atividade 1, a dupla se deparou com a necessidade de estabelecer
conversdes entre representacdes dos registros simbolico-algébrico e grafico em duplo sentido e
destes para a lingua natural. Os alunos ndo apresentaram dificuldades na realizacdo desta
atividade, exceto quando a conversdo requerida era de uma representacdo do registro grafico
do software para uma do algébrico no ambiente estatico do papel. Neste caso, solicitaram

auxilio do professor-pesquisador. Tal dificuldade j& era prevista, dado que Karrer (2006)
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apontou que este tipo de conversdo ndo é efetivamente explorado nos livros didaticos. Esse fato
também vem de encontro com Duval (2006), ao revelar que se um individuo mostra habilidade
em converter em um determinado sentido, isso ndo garante que ele faca a conversdo no sentido
contrario. As demais tarefas propostas nessa atividade foram semelhantes e trataram de diversas
transformacdes lineares, tais como cisalhamentos, contragdes, projecoes, dentre outros.

Na segunda atividade, que tratou da composta de transformagdes lineares planas, 0s
alunos receberam um roteiro de construcdo de duas matrizes dindmicas no GeoGebra. Para a
composicao, foi solicitado que multiplicassem as matrizes e, em seguida, que efetuassem a
relacdo de dependéncia entre a matriz obtida e os vértices do quadrado da mesma forma como
foi solicitado na atividade anterior. O objetivo dessa atividade consistiu principalmente em
verificar a ndo comutatividade dos operadores lineares planos nos registros grafico, matricial e
algébrico. Os alunos receberam um roteiro de construcao no software, obtendo tela semelhante

a apresentada na Figura 3.

Figura 3. Tela do software para a composta de transformagdes lineares
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Fonte: Construcdo dos autores

Antes da apresentagdo das questdes no ambiente estatico do papel, uma breve revisao
da composta de transformacdes lineares foi desenvolvida, porém, durante a execucédo do design,

notamos que ela ndo foi suficiente para que a dupla compreendesse a relacdo entre a lei
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algébrica e a forma matricial da composta em relacio a base canonica do R?, tendo em vista
que a énfase nessa exposicéo foi dada ao formato matricial.

Partindo da situacdo de que eles ja haviam cursado Algebra Linear, conjecturou-se que
esse topico ja era de conhecimento dos estudantes, poréem, suas producdes revelaram que eles
ndo haviam compreendido a relacdo entre a lei algébrica da composta e o procedimento de
obtencdo de sua matriz em relacdo a base candnica e, com isso, a atividade estava sendo
realizada de modo mecéanico. Diante dessa situacdo, a execucdo do experimento foi
interrompida para que se realizasse uma explanacdo mais detalhada sobre essa tematica antes
do prosseguimento da atividade. Neste contexto foi realizada, de forma genérica, a composicao
entre duas transformagdes lineares planas, primeiramente no registro algébrico e em seguida no
matricial. Apds compreenderem essa relacéo, os alunos manipularam a construcgéo realizada no
software, e puderam observar o impacto que uma alteracdo na representacdo matricial
acarretava na representacdo grafica. Foram realizados varios exercicios sobre composicao e,
em um deles, foi solicitada uma situacdo em que a propriedade comutativa ndo era valida,

conforme tarefas do Quadro 3 e producgdes da dupla nas figuras 4 e 5.
Quadro 3. Tarefas da Atividade 2

a) Altere a matriz M para que se obtenha uma reflexo em relagéo ao eixo y. Em seguida altere
a matriz N para que haja um cisalhamento vertical de fator 1. A matriz T representa, em relagao
a base candnica, a transformagdo de cisalhamento vertical de fator 1 seguida da reflexdo em
relacdo ao eixo y. Esboce, no papel, a figura obtida na tela.

b) Altere os valores das matrizes de modo que se faca 0 processo inverso, ou seja, que se
obtenha um uma reflexdo em relacdo ao eixo y seguida de um cisalhamento vertical de fator 1.
Esboce, no papel, a figura obtida na tela.

Fonte: Acervo dos autores

Para essa situacao, apos a realizacdo da tarefa, a dupla forneceu a seguinte producéo
escrita, a qual representava a imagem obtida na tela.

Figura 4. Representacéo grafica da primeira composicgéo - Atividade 2
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Fonte: Acervo dos autores

Figura 5. Representacdo grafica da segunda composicdo - Atividade 2

S

7

Fonte: Acervo dos autores

Em seguida, os alunos foram questionados sobre os resultados graficos obtidos e sobre
a analise da existéncia da propriedade comutativa. Inicialmente, o termo “comutativa” ndo tinha
significado para eles, demandando, assim, uma explica¢do prévia do professor-pesquisador.

Ap0s essa explanacgdo, a dupla forneceu a producédo presente na Figura 6.

Figura 6. Producdo fornecida pela dupla para a Atividade 2
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Fonte: Acervo dos autores.

Pode-se notar, pela analise das producdes algébricas e dos registros em lingua natural,
que os estudantes compreenderam que as transformacgdes ndo comutavam, apresentando
dominio na coordenacdo das representacGes dos trés registros.

Observa-se a influéncia do software e da abordagem matricial adotados nesse
experimento na producdo da dupla. Isto porque, quando estudaram Algebra Linear, o livro texto
que adotaram ndo utilizava a notacdo matricial como meio de obter a lei algébrica da
transformacéo linear. Ainda, tal livro ndo fazia qualquer exploracéo grafica.

Ressalta-se que a verificacdo algébrica da ndo comutatividade foi realizada pela dupla,
mas para ela o resultado algébrico nédo foi suficiente para comprovar tal fato. Para isso, 0s alunos
sentiram a necessidade de aplicar as transformacdes obtidas no quadrado para mostrar que 0s
resultados numéricos das imagens néo coincidiam.

O terceiro experimento, referente aos conteudos de imagem e nucleo, revelou a

necessidade de uma breve explicacdo sobre os assuntos que seriam abordados tais como
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conjunto imagem, nucleo, dominio, contradominio e conceitos de fungdes injetora e
sobrejetora, apesar de os alunos ja terem estudado esses conteudos.

O objetivo consistiu em fornecer um ambiente para que o estudante pudesse dar
significado a tais conceitos em uma perspectiva grafica com o apoio do GeoGebra. Essa foi a
atividade do experimento que gerou maior gratificacdo para os alunos.

A explanacdo desses conceitos foi de grande valia para a resolucdo da atividade, sendo
que foi a partir dela que os estudantes relembraram alguns topicos para em seguida trata-los por
um enfoque geométrico. Apesar disso, foi observado que a grande quantidade de informacdes
simultaneas presentes no inicio da atividade provocou cansago nos voluntarios e muitas vezes,
quando um conceito era exigido, eles precisavam retornar ao inicio do experimento.

Com isso, para um redesign, sugere-se que a apresentacao de cada conceito seja melhor
distribuida, sendo sua explicacdo prévia inserida pouco antes do exercicio que demanda esse
conhecimento.

A construcdo proposta no GeoGebra para essa atividade é apresentada a seguir.

Quadro 4. Apresentacao da construcdo da Atividade 3

a) Abra o arquivo “PARTE III”. Na tela vocé encontrara quatro controles deslizantes e uma
matriz dindmica denominada M, que € a matriz da transformacao linear F(x,y)=(ax+by,
cx+dy) em relacdo a base candnica.

b) Clicar duas vezes no terceiro icone, em seguida selecionar “Vetor”. Clicar na origem do
plano cartesiano obtendo o ponto A e em seguida em qualquer local da janela de visualizacao,
criando assim o ponto B e o vetor (B-A).

c) Ache a imagem do vetor pela transformacéo linear F. No canto inferior esquerdo, na frente
de “Entrada:”, digitar: M*A (enter) e M*B (enter), obtendo, respectivamente, a origem C e a
extremidade D da imagem do vetor (B-A). Criar o vetor (D-C) e alterar o seu estilo para
tracejado.

d) Alterar os valores dos controles deslizantes com o auxilio do mouse para a=2, b=0, c=0 e
d=2

Fonte: Acervo dos autores.
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Figura 7. Tela do software — Atividade 3
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Fonte: Construido pelos autores

Apds essa construcdo, foram propostas trés tarefas de analise de imagem e nicleo. Para
esse artigo, foi selecionada a descricdo detalhada da primeira tarefa conforme apresentado no
Quadro 5.

O objetivo da Atividade 3 consistiu em avaliar, inicialmente no registro grafico, o ndcleo
e a imagem de diferentes transformacdes lineares planas, injetoras e ndo injetoras.

Em seguida, foi solicitada a determinacdo desses elementos no registro algéebrico, para
que o aluno pudesse estabelecer conversdes entre representacdes algébricas e graficas. A

atividade também envolvia tratamentos no registro gréafico.

Quadro 5. Tarefas relativas a Atividade 3

1) Adapte os valores dos controles deslizantes de modo a construir a transformacéo linear

F(x,y)=(x-2y,0).
I) Para B situado de forma a obter qualquer vetor no plano e fora dos eixos, em qual eixo fica
o vetor (D-C)?
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Neste caso, qual seria a imagem de F(X,y), para (X,y) pertencente ao plano e fora dos eixos?
I1) Para B no eixo das ordenadas, em qual eixo fica o vetor (D-C)?

Neste caso, qual seria a imagem de F(X,y), para (X,y) pertencente ao eixo das ordenadas?
I11) Para B no eixo das abscissas, em qual eixo fica o vetor CD?

Neste caso, qual seria a imagem de F(X,y), para (X,y) pertencente ao eixo das abscissas?
IV) Para B=(0,0), o que ocorre com o vetor (D-C)?

Construa a reta y=§. Para tal, digite no campo “Entrada:” a equagdo na forma y=x/2.
V) Para B pertencente a reta de equacéo y = g 0 que ocorre com o vetor (D-C)?

Neste caso, qual seria a imagem de F(X,y), para (X,y) pertencente a reta de equacéo yzg ?

O operador linear é injetor?

Fonte: Acervo dos autores

A producéo fornecida pela dupla para essas questdes € apresentada na Figura 8.

Figura 8. Producéo da dupla para a Atividade 3
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1) Para B no eixo das ordenadas, em qual eixo fica o vetor CD?
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Neste caso, qual seria a imagem de F(x,y), para (x,y) pertencente ao eixo das
ordenadas?
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Fonte: Acervo dos autores

Observa-se que a dupla notou, por meio de tratamentos entre representagdes do registro
gréfico, que a imagem gréafica de qualquer vetor por esta transformacéo ficaria sobre o eixo X,
ou seja, ela evidenciou que o valor de x poderia assumir qualquer valor real, mas y seria sempre
zero, estabelecendo, assim, conversfes entre representacfes do registro grafico para
representacdes do registro da lingua natural.

Ainda, os alunos puderam constatar que 0s vetores com origem na origem do sistema

cartesiano e extremidade na reta y :25 tinham (0,0) como imagem e, consequentemente, a

transformacdo ndo era injetora. Na Ultima resposta, a dupla apresentou dificuldades em
transcrever o resultado em lingua natural, porém, ao ser questionada, p6de-se observar que ela
entendeu que o nucleo nédo continha apenas o vetor nulo.

Por fim, pedia-se a determinacdo algébrica do nucleo e da imagem dessa transformacéo
linear, do modo como eles viram quando do estudo de Algebra Linear, para comparar com o
resultado grafico. Diante da revisdo realizada no inicio da atividade, a dupla ndo apresentou

dificuldades nessas no¢oes, conforme apresentado na Figura 9.

Figura 9. Analise algébrica de nucleo e imagem de F(x,y)=(x-2y,0) — Atividade 3
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Fonte: Acervo dos autores

Ao relacionarem o obtido graficamente com o processo algébrico de imagem e nucleo
usualmente realizado nas aulas de Algebra Linear, os alunos se mostraram surpresos por
conseguirem “enxergar” conceitos que consideravam exclusivamente abstratos. Foi discutido
que a visualizacdo so é possivel em situacdes de Algebra Linear tratadas no plano ou no espago
e que essa area do conhecimento transpassava essa questao.

Os alunos citaram que essa abordagem grafica deveria ser desenvolvida em aulas
regulares, dado que consideraram que ela ampliou suas compreensdes sobre esses temas. Neste
contexto, em consonancia com o revelado por Duval (2011), notamos que a dupla apresentou
um salto de qualidade em sua compreenséao de imagem e nucleo de uma transformacao linear,
ao apresentar a habilidade de coordenar diferentes registros desses objetos matematicos.

Nota-se, novamente avaliando as producfes da dupla, que a descricdo do conjunto
imagem se deu influenciada pelo que era visto no software, ou seja, no lugar da representacdo
usual do vetor genérico (x,y) do R?, a dupla forneceu o vetor (D-C), que representava a imagem
do vetor (B-A) no software. Neste caso, eles consideraram o vetor (D-C) como um vetor
genérico do plano, dado que podiam movimenta-lo gracas ao dinamismo inerente a ferramenta
adotada.

Na apresentacao dos resultados, inicialmente os voluntarios tiveram algumas davidas
de contetdo e de nomenclatura. Eles ndo conseguiam discernir, por exemplo, quando um
conjunto continha apenas o vetor nulo e quando era vazio, porém, diante da discusséo sobre
esses aspectos, a dificuldade foi superada.

A mesma dinamica foi realizada com outros operadores lineares, injetores e nao
injetores, tais como G(X,y)=(0, 3x+y) e H(X,y)=(2x, 2y). Os alunos ndo apresentaram

dificuldades nas demais analises de nucleo e imagem e, novamente, forneceram a representacao
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do conjunto imagem influenciada pelo software, ou seja, ndo representaram um vetor genérico
por (X,y), mas sim pelo vetor dinamico (D-C) presente na tela.

Considera-se que o objetivo da atividade foi atingido, pois 0s estudantes apresentaram
sucesso em relacionar a algebra com a geometria. Esse experimento demandou muita reflexao
por parte dos estudantes, uma vez que ndo requeria a habilidade de operar apenas
mecanicamente com as representacdes algébricas, mas sim em estabelecer relacfes entre os
conteddos e entre as diversas representacdes. Salienta-se que no desenvolvimento desta
atividade os alunos passaram a ter total dominio do software.

Ao realizar uma entrevista com 0s sujeitos, eles revelaram que esta atividade em
particular trouxe muita contribuicdo para a compreensdo de imagem e nucleo e da propriedade
injetora. Para eles, esses conceitos eram estritamente abstratos e a resolucdo algéebrica ocorria
seguindo padrGes mecanicos de desenvolvimento. Desta forma, na visdo deles, essa foi a
atividade que mais contribuiu para que ampliassem a compreensao desses temas. Um dos alunos
da dupla afirmou que, para ele, o contelido deixou de ser um conjunto de procedimentos e

passou a ter significado.

5. Conclusédo

As producdes dos alunos revelaram que a abordagem apresentada contribuiu para
ampliar a compreensao dos tdpicos explorados. Segundo os préprios alunos, 0s experimentos
trouxeram uma nova Visdo sobre os diferentes temas abordados. Eles relataram que os
exercicios desse conteudo, que antes eram resolvidos de modo automatico por meio de modelos
algébricos de resolucdo, passaram a ter significado quando abordados na questdo visual. Em
acordo com o relatado por Duval (2006), observou-se que, ao desenvolver a habilidade de
coordenar diferentes registros, a dupla apresentou um salto na qualidade de suas producdes.

Da mesma forma que Drijvers (2015), Baki (2015), Noss e Hoyles (2009) e Borba e
Penteado (2010), a inser¢do da ferramenta informatica permitiu contatos diferentes dos obtidas
no ambiente estatico do papel. Isto porque o aluno conseguiu visualizar, de modo simultaneo,
as relacdes entre diferentes registros na tela do software, pdde realizar tratamentos dindmicos
nas representagcbes graficas, proporcionando novas maneiras de lidar com os objetos
matematicos, culminando, consequentemente, em novas compreensdes acerca deles. Alem
disso, o dinamismo da ferramenta contribuiu para um trabalho mais autdbnomo, sem tanta
interferéncia do professor. Inicialmente os sujeitos solicitavam que o professor avaliasse suas

produgdes, mostravam-se inseguros com a liberdade que lhes foi apresentada, mas, a partir da
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segunda atividade, houve uma mudancga de comportamento, ou seja, eles passaram a trabalhar
de modo mais autbnomo. Com a destreza desenvolvida em operar as representagdes no
software, eles foram capazes de criar sozinhos novas estratégias para avaliar suas producdes.

Acreditamos que esse experimento ou parte dele possa ser aplicado em aulas regulares.
O software é de facil compreensdo, os alunos entendem rapidamente seu funcionamento,
porém, com a finalidade de ter melhor rendimento nas primeiras atividades é recomendavel que
se faca uma familiarizacdo dos principais comandos, para que o foco do experimento seja
voltado a construcdo do conceito e ndo ao uso da ferramenta.

Pretende-se que esse estudo possa representar uma contribuicdo para a rea de Educacao
Matematica, representando uma forma complementar de ensino em Algebra Linear. Para
trabalhos futuros, sugere-se a elaboracdo de abordagens que incluam a diversidade de registros
e explorem a potencialidade das ferramentas dotadas de dinamismo nas mais diversas

disciplinas dos cursos de exatas.
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